




























JEL Classifications : C22, C58, G17
目次
はじめに













きた。例えば, 日経平均株価の日次実現分散 (realized variance。以下, RV)
の平方根の時系列 (図 1左パネル) のコレログラム (図 1中央パネル) は長
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et al. (2013) の関数 ARCHモデルを日経平均株価の日中高頻度デー
タに適用する。石田 (2016) も関数 ARCHモデルを日経平均株価データへ
適用しているが, イン・サンプルでのモデル推定結果の報告にとどまってい
る。
以下, 第 1 節において関数 ARCHモデルとその推定と予測における利用
方法について簡単に説明し, 第 2 節において関数 ARCHモデルの日経平均
RVの予測におけるパフォーマンスを報告, 最後にまとめと今後の課題につ
いて述べる。
 関数 ARCH (1) モデルとその推定
本節では Engle (1982) の ARCHモデルを関数時系列モデルに拡張した




(３) 関数データ解析の理論と応用を幅広く展望する入門書としては Kokoszka and
Reimherr (2017) がある。
(４) 関数 ARCH (1) の本節より若干詳しい日本語解説としては石田 (2016) がある。
を定義域 の実関数から成る任意の空間とするとき, 次式( 1 ),
( 2 )を満たす関数時系列 は 値の関数 ARCH
























の形を持つ有界作用素とすれば, いくつかの追加的条件の下で, ( 1 ), ( 2 )
が一意の強定常解を持つことを示した。
本稿では, 東京証券取引所の前場開始時刻午前 9 時を 	, 後場終了時




の関数 ARCH(1) モデルを考える。すべての について 	
	 と す る 。 こ の と き , 		
	なので, は第日時刻のスポット・ボラティ
リティとなり, は第日のスポット・ボラティリティが








(５) i. i. d. 確率関数列の厳密な定義については Bosq (2000) を参照されたい。
となり, 日の各時点のスポット・ボラティリティがその前日  日の各
時点の超短期リターン 2乗の加重和となっていることが分かる。
et al. (2013) は, が関数 ARCH (1) 過程であるとき, 
は関数 AR (1) 過程 (FAR (1) 過程)となることに着目, Bosq (2000) の理





































本節では, まず, 日経平均株価データに関数 ARCH (1) に適用した結果
を紹介する。日経平均株価データは, 日経メディア・マーケティング社の日





取引時間が現在の前場 9：0011：30, 後場12：3015：00 (計 5時間) になっ
た2011年11月21日から2017年 5 月31日までのものを用い, 関数データ解析関
連の計算にはＲの fda パッケージ (Ramsay et al. 2018) を用いた。分
とし, 1 日60観測値の日経平均株価の 5分間対数リターン 2乗を計算し (昼
休みの時間経過は無視, および のリターンの計算にはそ
れぞれ前場, 後場の最初の公表値を用い, には前場最後の 5 分間
のリターンを用いた) , B-spline (基底数60, 次数 2 ) により関数データ化
し  を得た。直近500取引日 (約 2 年) は予測評価のアウ
ト・オブ・サンプル期間として残し, 1355日分のデータと式( 5 ),( 6 )によ
り 及び を推定した (予測変数の構築に22のラグ観測値が必要
な後述の HARモデルと予測対象期間を同期するために 	
 のイン・サン





1 右パネルと形状的に大差ないので省略する), 1 取引日が 1 時間の昼休み
を挟んで前場・後場に分割されている影響からか, グラフは et al.
(2013) が米国 S&P 100指数を用いて推定した相対的に4角 (取引開始直後・
終了直前から翌日取引開始直後・終了直前への影響) が高く中央部分が低い
形状のグラフ (et al. 2013, Figure 3) を 	で並べたような形状
になっている (上から見れば漢字の「田」の形状)。特に, 後場から翌日後
場への影響が相対的に大きくなっている。また, et al. (2013) の

ほどには形状がスムーズでない原因としては, 1分間隔で重複する5分リター










・ 日中各 5分インターバルのリターン分散を HARモデル (Corsi 2009) に
より予測した RVの60分の 1とするモデル (日中季節性はなく同一取引日内
のスポット・ボラティリティは一定)
・ HARモデルにより 1 日の RVを予測し, 各 5 分インターバルのリター






RVは日中 5分間対数リターンの 2乗 (60観測値) の和で定義した (夜間リ
ターン, 昼休みリターンは含まれず)。また, HARモデルの予測変数は RV
の 1次のラグ, 1 ～ 5 次のラグの平均, 1 ～22次のラグの平均の 3変数とし
























モデル) としては から までのそれぞれのバージョンを用いた。
アウト・オブ・サンプル予測には各モデルのパラメータ, 関数, 作用素のイ
ン・サンプル推定値と各日の予測に必要な  のラグを用いた。結果
は表に示した。イン・サンプルでは, 関数 ARCH (1) モデルの ～
すべてのバージョンが3つのライバル・モデルを RMSE基準でアウトパフォー
ムし, 関数 ARCH (1) モデルの中では の場合に最も RMSEが小さかっ
た。アウト・オブ・サンプルでは, 関数 ARCH (1) モデルの中では逆に

















関数 ARCH (1)  0.0460 0.0814
関数 ARCH (1)  0.0457 0.0816
関数 ARCH (1)  0.0456 0.0818
関数 ARCH (1)  0.0443 0.0827
関数 ARCH (1)  0.0437 0.0823
次ボラティリティの長期依存性を捉える HAR モデルと比較して, 関数
ARCH (1) モデルは 1次 (＝ 1 日) のラグしか用いないモデルであり, 本稿
の実証分析は関数データ解析アプローチによるスポット・ボラティリティ予
測の可能性の検証としては予備分析レベルに過ぎない。より高次の関数
ARCHモデルや, 最近開発された Aue et al. (2017) の関数 GARCH モ
デル, 更には関数時系列を Karhunen-展開 (例えば, Kokoszka and
Reimherr 2017, p. 41 参照)
	
 
により近似し, スコア時系列 		 

の VARモデル
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